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With computer software, formulators can take advantage
of a powerful statistical tool: design of experiments
(DOE) for mixtures. DOE methods employ test arrays
that produce maximum information from minimal runs.
Industrial experimenters typically turn to two-level
factorials as their first attempt at DOE. These designs
consist of all combinations of each factor at its high and
low levels. With large numbers of factors, only a fraction
of the runs need to be completed to produce estimates of
main effects and simple interactions [1]. However, when
the response depends on proportions of ingredients, such
as in chemical or food formulations, factorial designs
may not make sense. For example, look at what happens
with experiments on lemonade (Table 1).

Table 1: Misleading Factorial Design for Lemonade

2 Ratio
o%: % \(/gjéi; Lemons/ %
- Water
1 1 1 1.0 Good
2 2 1 2.0 Sour
3 1 2 0.5 Weak
4 2 2 1.0 Good

Runs 1 and 4 do not provide any taste contrast. It would
make more sense to look at taste as a function of the ratio
of lemons to water. Mixture design accounts for the
dependence of response on proportionality of ingredients.
If you formulate chemicals, food or other products,
consider using mixture design rather than factorials or
related optimization methods. To show you how, follow
along as we conduct a kitchen chemistry experiment on
pound cake.

Set Up the Experiment

To design the “perfect” pound cake we first chose
experimental ranges for each of the four basic ingredients
(Table 2).
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Con software del computador, los formuladores pueden
aprovecharse de una herramienta estadistica poderosa: el
disefio de experimentos (DOE) para mezclas. Los
métodos del DOE emplean arreglos de prueba que
producen méaxima informacion desde corridas minimas.
Los experimentadores industriales tipicamente utilizan
factoriales a dos niveles como sus primeros intentos al
DOE. Estos disefios consisten de todas las combinaciones
de cada factor a sus niveles alto y bajo. Con ndmeros
grandes de factores, solamente una fraccion de las
corridas necesarias son completas para producir
estimados de efectos principales e interacciones simples
[1]. Sin embargo, cuando la respuesta depende de las
proporciones de ingredientes, tales como formulaciones
en quimica o en alimento, los disefios factoriales pueden
no tener sentido. Por ejemplo, mirar lo que pasa con
experimentos en la limonada (Tabla 1).

Tabla 1: Disefio factorial engafioso para la limonada

© 4] o
e % £ | Agua Razén S

S £ | (meds) | Lim/agua 3
O _|

1 1 1 1.0 Bueno
2 2 1 2.0 Agrio
3 1 2 0.5 Débil
4 2 2 1.0 Bueno

Las corridas 1 y 4 no proporcionan algun contraste de
sabor. Habria més sentido mirar el sabor como una
funcién de la proporcion de limones al agua. El disefio de
mezcla explica la dependencia de la respuesta en la
proporcionalidad de ingredientes. Si usted formula
productos quimicos, alimentos u otros, considere el
disefio de mezcla en lugar de métodos factoriales u
optimizacion relacionada. Para mostrar a usted el como,
sigamos a lo largo el experimento quimico de la cocina
en una libra de pastel.

Establecer el Experimento

Para disefiar la libra de pastel “perfecta” nosotros
primero seleccionamos los rangos experimentales para
cada uno de los cuatro ingredientes basicos (Tabla 2).



Table 2: Recipe for Pound Cake Experiment

Component Ingredient RoaSr?gelsn
A Cake Flour® 0-5*
B All-purpose Flour® 0-5*
C Sugar 3-5
D Butter 3-5
E Eggs 3-5

& Softasilk® from General Mills, Inc., Minneapolis
® Gold Medal from General Mills, Inc., Minneapolis
*Total flour constrained from 3 to 5 ounces 3< (A+B) <5

Each cake weighed 16 ounces (one pound). The mixture
design incorporated two varieties of flour. Cake flour,
recommended by experts, costs about four times more
than the all-purpose variety. By including both, subject to
a multicomponent constraint (see starred footnote to
Table 2), we opened the door to a cheaper recipe. Based
on a suggestion from a cookbook [2], we added a
constant amount of milk (for moisture) and baking
powder (for tenderness). These ingredients never
changed, so they did not factor in the study.

We entered the components and constraints into a
commercially available software package [3]. It provided
an optimal set of experiments to reveal interactions
between ingredients. We hoped to find synergistic
combinations that would lead to a breakthrough pound
cake. Cornell [4] provides a very thorough treatment of
the design and analysis of mixture designs. Workshops
also provide an avenue for developing an indepth
understanding of statistical tools [5], such as optimal
design.

We used four-cavity, no-stick, mini-loaf pans for baking
(see Appendix 1 for procedure). Only four of these pans,
with a total of sixteen cavities, would fit in our oven, so
we split the runs into two blocks. Block one included the
extremes plus several repeats of the overall midpoint
(centroid) blend. Block two included the midpoints of the
binary extremes plus several more repeats of the
midpoint blends to tie the two blocks together. Within
each block, the software randomized the run order.
Randomization provides insurance against lurking factors
such as aging ingredients, increasing ambient
temperature, and the like. Appendix 2 lists the actual
experiment design, which called for 32 blends.

A commercial frozen pound cake provided a standard for
measurement of three responses: color, density and taste.
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Tabla 2: Receta para el experimento una libra de pastel

Componentes Ingredientes Rango en

onzas

A Harina de pastel® 0-5*

B Harlnzjl t_od;) 0-5*

proposito

C Azucar 3-5

D Mantequilla 3-5

E Huevos 3-5

% Softasilk® de General Mills Incorporado, Minneapolis

® Gold Medal de General Mills Incorporado, MN
*Harina total restringida de 3 a 5 onzas 3 < (A+B) <5
Cada pastel pesa 16 onzas (una libra). El disefio de
mezcla incorpora dos variedades de harina. La harina de
pastel, recomendada por expertos, aproximadamente
cuesta cuatro veces mas que la variedad de todo
proposito. Por incluir ambas, abrimos la puerta a una
receta barata, sujeta a una restriccion de
multicomponente (ver nota de estrella al pie de Tabla 2).
Basada en una sugerencia del libro de cocina [2],
agregamos una cantidad constante de leche (por
humedad) y polvo para hornear (para blandura). Estos
ingredientes no cambian, de modo que no son factores en
el estudio.

En un paquete de software disponible comercialmente
nosotros enteramos los componentes y restricciones [3].
Este proporciona un conjunto Optimo de experimentos
para revelar interacciones entre ingredientes. Esperamos
encontrar combinaciones sinergisticas que llevarian a una
solucion en la libra de pastel. Cornell [4] proporciona un
tratamiento muy completo del disefio y analisis de
disefios de mezcla. Los talleres de trabajo también
proporcionan un camino amplio para el desarrollo y
comprension en profundidad de las herramientas
estadisticas [5], tales como el disefio 6ptimo.

Usamos cacerolas para horneado en forma de minibarras
sin agitacion, con cuatro cavidades (ver Apéndice 1 para
procedimiento). Sélo cuatro de estas cacerolas, con un
total de dieciséis cavidades, acoplarian en nuestro horno,
de modo que dividimos las corridas en dos bloques. El
blogue uno incluye los extremos mas varias repeticiones
del punto medio general (centroide) de la mezcla. El
bloque dos incluye los puntos medios de los extremos
binarios mas algunas repeticiones adicionales del punto
medio de las mezclas para vincular a los dos bloques
conjuntamente. Dentro de cada bloque, el software
aleatoriza el orden de corrida. La aleatorizacion
proporciona seguridad contra factores escondidos tales
como envejecimiento de ingredientes, incrementos de
temperatura del ambiente, y el gusto. EI Apéndice 2 lista
el disefio del experimento real, el cual exigié 32 mezclas.
Una libra de pastel helado comercial proporcioné una
norma para la medida de tres respuestas: color, densidad
y sabor.



Perform a Statistical Analysis
The statistical results from regression analysis of each
response can be seen in Appendix 3. We discovered
significant linear fits in every response, with no
significant lack of fit.
We found no significant interactions. Figures 1, 2 and 3
show trace plots for each of the three responses. Trace
plots provide an effective display of the effects of each
component on the response. They are especially useful in
cases like this, where linear models proved adequate. The
plots are constructed by changing the proportion of one
component while holding constant the relative
proportions of the other components [4,5].

Figure 1: Trace Plot of Color
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The data on color shows that as flour level increases, the
cake surface becomes lighter. All other ingredients cause
a darkening in color. The commercial pound cake
received a rating of 6.

Figure 2: Trace Plot of Density
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The density data shows that increasing flour and eggs
decreases the knife penetration, i.e., the cake becomes
more dense. Conversely, the addition of sugar and butter
increases knife penetration. The commercial pound cake
produced a knife density result of 35. None of the
experimental cakes approached this level.
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Llevar a cabo un Analisis Estadistico
Se pueden ver en el Apéndice 3 los resultados
estadisticos del andlisis de regresién de cada respuesta.
Descubrimos ajustes lineales significantes en cada
respuesta, con falta de ajuste no significante.
No encontramos interacciones significantes. Las Figuras
1, 2 y 3 muestran los trazos de cada una de las tres
respuestas. Los trazos proporcionan un despliegue eficaz
de los efectos de cada componente en la respuesta. Son
especialmente Gtiles en casos como este, donde los
modelos lineales demostraron ser adecuados. Los
trazados son construidos por la proporcion cambiante de
un componente manteniendo constante las proporciones
relativas de los otros componentes| 4,5].

Figura 1: Trazo de Color
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Los datos en color muestran que cuando se incrementa el
nivel de harina, la superficie del pastel se pone mas clara.
Todos los otros ingredientes causan un obscurecimiento
en color. La libra de pastel comercial recibié una
valuacion de 6.

Figure 2: Trazo de Densidad
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Los datos de la densidad muestran que incrementando
harina y huevos disminuye la penetracién del cuchillo, es
decir, el pastel se vuelve mas denso. Reciprocamente, la
adicion de azOcar y mantequilla incrementa la
penetracion del cuchillo. La libra de pastel comercial
produjo un resultado de densidad de cuchillo de 35.
Ninguno de los pasteles experimentales se acercé a este
nivel.



Figure 3: Trace Plot of Taste
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In regard to taste, the favorite ingredient proved to be
sugar. Butter might also be preferred, but more tests
would be needed to prove this conclusively. High levels
of flour met with disapproval. Eggs also may be
negatively correlated with taste, but the statistics were
not conclusive. The commercial pound cake was rated 7
for taste. We hoped to produce the best taste rating
possible, subject to meeting minimum requirements on
color and density.

Achieve Big Savings in Raw Material

Regarding type of flour, we saw no difference in any of
the responses. Therefore we decided to use all-purpose
flour, rather than the expensive cake flour, in our pound
cake recipe. For purposes of further analysis, with the aid
of software, we combined the two types of flour in to one
component. This simplifies presentation of the results,
such as the outcome for taste (Figure 4).

Figure 4: Trace Plot of Taste (Combined Flour)
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Figura 3: Trazo de Sabor
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Con respecto al sabor, el ingrediente favorito resulto ser
el azdcar. La mantequilla también podria ser preferida,
pero mas pruebas se necesitarian para demostrar esto
concluyentemente. Altos niveles de harina presentan
desaprobacion. Los huevos también pueden ser
negativamente correlacionados con el sabor, pero los
valores estadisticos no son concluyentes. La libra de
pastel comercial fué valuada en 7 para el sabor.
Esperamos producir la mejor posible evaluacion del
sabor, sujeto a los requerimientos minimos reunidos en
color y densidad.

Realizar grandes ahorros en Material

Con respecto al tipo de harina, no vimos diferencia en
cualquiera de las respuestas. Por consiguiente decidimos
usar harina todo-propdsito en nuestra receta de la libra de
pastel, en lugar de la harina para pastel costosa. Para
propdsitos de analisis mas amplio, con la ayuda de
software, combinamos los dos tipos de harinas en un
componente. Esto simplifica la presentacion de los
resultados, tal como el resultado para sabor (Figura 4).

Figura 4: Trazo de Sabor (Harina combinada)
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The use of multicomponent constraints in this manner
offers formulators tremendous opportunities for cost
reduction. You can use highly efficient mixture designs
to simultaneously optimize your component levels while
identifying cheaper substitute materials.

Putting It All Together

With statistically valid predictive models in hand for all
the key responses, it now became possible to do a
multiple response optimization. We performed a
desirability analysis [6] to establish the optimal recipe
using software designed for this purpose. You can see
our specifications in Table 3.

Table 3: Desirability Specifications

Response | Goal | Low | High | Importance | Result
Color 6 4 8 | Lowest (+) 6.0
Density | Min| 35| 70 Me‘i‘fﬂ; 460
Taste Max 0 10 N?:Tf)l 4.6

We gave taste the most importance as a response,
followed by density and then color.

Given these inputs, the software set up desirability scales
ranging from zero to one for each response. For example,
the taste result of 4.6 got a desirability rating of 0.46 (4.6
out of 10). The individual desirabilities for color and
density were calculated in a similar way, but downgraded
with lower importance settings [7]. Then the program
searched for a recipe that would produce the highest
possible overall desirability, computed by multiplying
the individual desirabilities and taking the cube root.
Color matching proved to be no problem, but the results
for density and taste fell short of the ideal set by the
commercial product. The optimal recipe found by the
program is shown in Table 4.

Table 4: The Most Desirable Recipe for Pound Cake

Component Ingredient Ounces
A Cake Flour 0.0
B AII;:le(J)L[:;ose 43
C Sugar 4.9
D Butter 3.0
E Eggs 3.8
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De esta manera el uso de restricciones multicomponentes
ofrece a los formuladores oportunidades tremendas para
la reduccion de costos. Usted puede utilizar disefios de
mezcla altamente eficientes para optimizar en forma
simultanea sus niveles de componentes al mismo tiempo
que identifica materiales substitutos baratos.

Colocando todo al mismo tiempo

Con modelos predictivos validos estadisticamente para
todas las respuestas importantes en la mano, ahora se
vuelve posible hacer una optimizacién de la respuesta
maltiple. Llevamos a cabo un analisis de deseabilidad [6]
para establecer la receta Optima usando un software
disefiado para este propoésito. Usted puede ver nuestras
especificaciones en la Tabla 3.

Tabla 3: Especificaciones de Deseabilidad

Respuesta | Meta | Bajo | Alto Imp. Res.
Inferior

Color 6 4 8 6.0
(6]
. . Medio

Densidad Min 35 70 (+4) 46.0
Normal

Sabor Max 0 10 (+44) 4.6

Nosotros damos a el sabor la mayor importancia como
respuesta, seguido por la densidad y entonces a el color.
Dadas estas entradas, en el software se establece las
escalas de deseabilidad en el rango desde cero hasta uno
para cada respuesta. Por ejemplo, el resultado de el sabor
de 4.6 se obtuvo de una evaluacion de la deseabilidad de
0.46 (4.6 de 10). Las deseabilidades individuales para el
color y la densidad fueron calculadas de una manera
similar, pero degradadas con menores fijaciones de la
importancia [7]. Entonces el programa investigé para una
receta que podria producir la deseabilidad general mas
alta posible, calculada por la raiz clbica de la
multiplicacion de las deseabilidades individuales. La
correspondencia del color no resultd ser problema, pero
los resultados para la densidad y el sabor descendieron
un poco del conjunto ideal fijado por el producto
comercial. La receta dptima encontrada por el programa
se muestra en la Tabla 4.

Tabla 4: La receta mas deseable para la libra de pastel

Componente Ingrediente Onzas
A Harina p/pastel 0.0
R
C Azucar 4.9
D Mantequilla 3.0
E Huevos 3.8




In order to get a picture of the operating window, we then
created an overlay response plot with unwanted results
shaded (Figure 5). Based on the outcome from the
numerical  optimization, we tightened wup the
specifications. The boundaries are taste at a minimum of
4 and knife density at a maximum of 50, with color
between 4 and 6. The taste and density define the space.
Color did not cause any restrictions. Only three
components at a time can be plotted on the triangular
plots, so we set the eggs at a fixed level of 3.8 ounces
(the optimal level). A flag is set in the middle of the
“sweet spot”. It shows the predicted response at that
formulation.

Figure 5: Overlay Plot Showing Operating Window
A+D
6.20

Actual Companenis:
X1 = Flour [A+E)
X2 = Sugar

X3 = Buber

Agtual Constants:
Eggs = 3.80

E.20 3.00 520
Sugar Sutter
Cwerlay Plot
The resulting operating window can literally be termed
the “sweet spot,” since sugar levels press up against the
outer boundary. (Note: as you move from the side of the
triangle labeled X2 toward the opposing vertex, the level
increases from 3 ounces to 9.4 ounces.)

Further work might be done to push the boundary on
sugar to see if taste can be improved. Other ingredients
might be considered. Eventually we could look at process
factors, such as agitation, time, temperature and the like.

Conclusion

A statistical approach to mixture experimentation, aided
by computer software, provides major improvements and
profound insights within a relatively short time.
Formulators who use factorial design or related DOE
methods, or worse yet, the old-fashioned onefactor-at-a-
time approach, will profit by using mixture design
methods.
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Para obtener una imagen de la ventana operativa, hemos
creado un trazo de la respuesta cubierta con sombreado
en los resultados no deseados (Figura 5). Basados en el
resultado de la optimizacion numérica, estrechamos las
especificaciones. Los limites son el sabor a un minimo de
4 y la densidad de cuchillo a un maximo de 50, con el
color entre 4 y 6. El sabor y la densidad definen el
espacio. El color no causo restricciones. Solamente tres
componentes a la vez pueden ser dibujados en los trazos
triangulares, de modo que establecemos los huevos a un
nivel fijado de 3.8 onzas (el nivel 6ptimo). Una marca es
fijada en el centro de la “mancha dulce”. Esta muestra la
respuesta predicha a esa formulacién.

Figura 5: Trazo cubierto mostrando la ventana operativa
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La ventana operativa resultante puede literalmente ser el
término “mancha dulce”, ya que los niveles de azlcar
presionan contra el limite exterior. (Nota: cuando usted
se mueve desde el lado del triangulo etiquetado X2 hacia
el vértice contrario, el nivel incrementa desde 3 onzas a
9.4 onzas).
Trabajo adicional podria hacerse para empujar el limite
en azlcar para ver si el sabor puede mejorarse. Otros
ingredientes pueden ser considerados. En el futuro
nosotros podriamos mirar factores del proceso, como la
agitacion, tiempo, temperatura y el gusto.

Conclusion

Un acercamiento estadistico a la experimentacion de
mezcla, asistido por software del computador,
proporciona mejoramientos mayores e intuicion profunda
dentro de wun tiempo relativamente corto. Los
formuladores que utilizan disefio factorial o métodos del
DOE relacionados, o peor todavia, el acercamiento
anticuado de un factor a la vez, se beneficiaran con el uso
de métodos de disefios de mezcla.
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Appendix 1: Procedure for Making Pound Cake

1. Blend the dry ingredients (flour and sugar).

2. Add butter (presoftened in a microwave) and eggs
(premixed).

3. Beat the whole blend for 1 minute to develop structure.
4. Place the blended raw materials in a loaf pan.

5. Bake for 50 minutes at 350 degrees Fahrenheit.
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Apéndice 1: Procedimiento para hacer la libra de pastel
1. Mezclar los ingredientes secos (harina y azlcar).

2. Agregar mantequilla (presuavizada en un microondas)
y huevos (premezclados).

3. Batir la mezcla entera por 1 minuto para desarrollar
estructura.

4. Colocar los materiales mezclados crudos en una
cacerola de la barra.

5. Hornear por 50 minutos a 350 grados Fahrenheit.



Appendix 2: Pound Cake Mixture Design (Disefio de mezcla para la libra de pastel)
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Cake | Re Density?
# | Block | Flour Flogr Sggiar B(l;tzter %’35 mmy (R:Z':i(:]r; Il-:tsitrfg;
Oz. Oz. ) ) ) Penetrate
1 1 5.00 | 0.00 | 3.00 5.00 3.00 23 5 1
2 1 0.00 | 3.00 | 5.00 3.00 5.00 30 6 6
3 1 3.00 | 0.00 | 3.00 5.00 5.00 34 8 2
4 1 250 | 250 | 3.00 3.00 5.00 35 3 3
5 1 2.00 | 2.00 | 4.00 | 4.00 4.00 43 6 3
6 1 0.00 | 5.00 | 3.00 3.00 5.00 22 5 3
7 1 0.00 | 3.00 | 5.00 5.00 3.00 58 8 8
8 1 2.00 | 2.00 | 4.00 | 4.00 4.00 39 7 7
9 1 0.00 | 4.00 | 3.00 5.00 4.00 36 5 4
10 1 0.00 | 4.00 | 3.00 5.00 4.00 44 5 5
11 1 150 | 1.50 | 3.00 5.00 5.00 61 6 5
12 1 2.00 | 2.00 | 4.00 | 4.00 4.00 35 6 3
13 1 0.00 | 5.00 | 3.00 5.00 3.00 31 4 3
14 1 5.00 | 0.00 | 5.00 3.00 3.00 61 6 5
15 1 250 | 250 | 5.00 3.00 3.00 41 6 5
16 1 5.00 | 0.00 | 3.00 3.00 5.00 16 4 2
17 2 4.00 | 0.00 | 4.00 5.00 3.00 55 5 3
18 2 2.00 | 2.00 | 4.00 | 4.00 4.00 68 4 2
19 2 4.00 | 0.00 | 4.00 5.00 3.00 76 3 5
20 2 0.00 | 4.00 [ 5.00 | 4.00 3.00 65 5 4
21 2 0.00 | 3.00 [ 4.00 | 4.00 5.00 46 7 3
22 2 0.00 | 3.00 [ 4.00 | 4.00 5.00 52 7 3
23 2 0.00 | 5.00 | 4.00 3.00 4.00 34 6 2
24 2 3.00 [ 0.00 | 5.00 [ 4.00 4.00 46 8 4.5
25 2 2.00 | 2.00 | 4.00 | 4.00 4.00 34 5 4.5
26 2 3.00 | 0.00 [ 5.00 | 4.00 4.00 64 8 6
27 2 2.00 | 2.00 | 4.00 | 4.00 4.00 33 7 4
28 2 150 | 1.50 | 5.00 3.00 5.00 60 8 4
29 2 250 | 250 | 3.00 5.00 3.00 50 3 3.5
30 2 0.00 | 5.00 | 4.00 3.00 4.00 45 3 4
31 2 2.00 | 2.00 | 4.00 | 4.00 4.00 35 4 3
32 2 150 | 1.50 | 5.00 5.00 3.00 63 6 5

% Density measured by the penetration in millimeters of a butter knife
ped from height of 12 inches from tip of knife to top of loaf.
Color rated subjectively from 1 (lightest) to 10 (darkest)

¢ Taste rated subjectively on a scale of 1 (worst) to 10 (best) by author.

droE




Appendix 3: Table of Adjusted Effects* (Tabla de efectos ajustados®)
(Probabilities shown in parentheses) (Probabilidades mostradas en paréntesis)

LOJB

Color Density Taste
Model Linear (< 0.001) Linear (0.014) Linear (0.001)
A -5.2 (< 0.001) -21.7 (0.055) -3.8 (0.002)
B -5.5 (< 0.001) -24.7 (0.028) 2.6 (0.026)
C 2.5(<0.001) 16.2 (0.009) 2.8 (<0.001)
D 0.5 ( 0.290) 10.7 (0.053) 0.6 (0.277)
E 1.2(0.026) -8.3(0.139) -0.8 (0.172)

*See Cornell page 254 for details on calculation of adjusted effects.




